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I. INTRODUCTION: FORMULATION DES R&XJLTATS 
ConsidCrons I’operateur differentiel L defini par 
w = - A(x) dx ‘d (A(x);), 
0 < x < 00, A &ant une fonction reelle vtrifiant les hypotheses 
suivantes. 
1. Hypothkes de rkgularite’ 
La fonction A s’annule en zero et est strictement positive pour x 
positif. Au voisinage de l’origine nous supposerons que: 
44 - = E + B(x) 
44 
oh B est une fonction de classe W’(R) et impaire. 
2. Hypothkes de convexite’ 
Nous supposerons que A est croissante, tend vers I’infini avec x et 
que A’IA est decroissante, nous noterons: 
p= lim LA’(x). x++=J 2 A(x) 
La partie radiale de l’optrateur de Laplace-Beltrami sur un espace 
riemannien doublement transitif non compact (Espace euclidien, 
Espace riemannien symetrique de type non compact et de rang 1) 
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est de ce type ([4, p. 4451). L’operateur L est formellement auto- 
adjoint dans l’espace L2(A(x) dx) des fonctions de car& sommables 
pour la mesure A(x) dx sur IO, co[. Posons 
DL = u EL~(A(~) dx)/Z.(u) EL~(A(x) dx) et lii A(x) $ = Of 
il est a noter que pour toute fonction u de L2(A(x) dx), d/dx(A(x) du/dx) 
est bien defini en tant que distribution; si de plus L(u) est dans 
L2(A(x) dx), A(x) d u /d x est absolument continu et admet une limite 
lorsque x tend vers zero. 
Sous les hypotheses prtkedentes, nous avons montre dans [l] que 
l’operateur L muni du domaine D, est auto-adjoint de spectre simple 
contenu dans [0, CXI[, dont la partie continue est [p”, + co[. Pour tout 
complexe s, nous designerons par di la solution de l’equation differen- 
tielle: 
satisfaisant 23 
L(@) - s@ = 0 
qo, s) = 1 
g (0, s) = 0. 
@ est une fonction analytique de s, et on montre que pour tout x positif 
et s reel positif: 
I @(“% s)l < 1. 
Cette inegalite resulte du fait que les operateurs de “translation 
gCnCralisCe,” au sens de Delsarte, associes a (L, DL) sont positifs 
(voir [l]). 
THBOR~ME 1 (Spectral). II existe une mesure 0 tempe’rke et positive 
sur le spectre de (L, DL) telle que: 
(i) E’application 9: 
f + Fj(s) = jm f(x) @(x, s) A(x) dx 
0 
soit un isomorphisme isome’trique de L2(A(x) dx) SUY l’espace L?+(a) des 
fonctions de car& sommables pour la mesure a; l’application inverse 
e’tant d+nie par: 
f(x) = Jorn Ff(s) @lx, s) 4) 
l’igalite’ ayant lieu dans L2(A(x) dx). 
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(ii) DL = (jEL2(A(x) &)/Jr s2 j gj((s)j2 do(s) < a} et si j 
est dans DL on a: 
F&f) = SFf. 
Nous prolongerons @, en tant que fonction de x, par parite sur 
I’intervalle ]- co, 0] et nous poserons dans la suite 
s = A’ + p2. 
Nous noterons ~(x, A) = @(x, A2 + p”) etj(h) = pj(A” + p’). q~ est 
une fonction paire de x et de X et analytique par rapport A A. Nous 
definissons les espaces de fonctions suivants: 
gR = {les fonctions de classe %‘F(R), paires et a support dans 
[-I?, I?] ou R est un reel positif); 
H, = {les fonctions entieres, paires et qui verifient pour tout 
entier m: 
sup I(1 + h2)” e-Rlnl#(h)l < +co); 
v &ant la partie imaginaire de A. 
Nous montrerons la proposition suivante. 
PROPOSITION 2. La jonction q~ admet la reprhentation intkgrale 
suivante: 
y(x, A) = 1-1 eciA+lt dv,(t) 
ozi vz est une mesure positive dkpendant de x et de masse totale dgale & 1. 
Ce resultat nous aidera a demontrer le theoreme suivant: 
TH~~ORBME 3 (Paley-Wiener). La transformation de Fourier g&t!- 
ralisie 
f-i 
est une bijection de SSR sur H, pour tout R > 0. 
Remarque. Dans le cas ou L est la partie radiale de l’operateur de 
Laplace-Beltrami sur un espace riemannien X doublement transitif 
et de type noncompact, la Proposition 2 traduit la formule d’Harish- 
Chandra donnant les fonctions spheriques sur I’espace X ([4, p. 4321 
58011714-7 
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et [3]); si A(x) = x=, cette formule est la representation integrale des 
fonctions de Bessel, I’application 
est, dans ce cas, la transformation de Hankel pour laquelle le ThCoreme 
3 de Paley-Wiener est classique. 
II. DJ~MONSTRATION DE LA PROPOSITION 2 
Soit K l’operateur differentiel defini par: 
K(u) = - ($ + 2$. 
11 est obtenu 21 partir de l’operateur L en rempla$ant dans celui-ci 
A’/A par sa limite a l’infini. 
Soit w  l’unique solution de l’tquation differentielle: 
K(w) - (A2 + p2)w = 0 
satisfaisant a 
w(0, A) = 1 
2 (0, A) = -p. 
11 est facile de voir que: 
W(X, A) = e-O2 cos Ax. 
s DCsignons par L (e 2~s dx) l’espace des fonctions de carre sommables 
sur [0, c0[ pour la mesure e 2fl dx et par DK l’ensemble suivant: 
DK = {f~:I.~(e~p~ dx)/K(f) ~L?(e~p~ dx) et f’(0) + pf(0) = 0} 
pour f dans L 2 (e 2fl dx), K( f ) est pris au sens des distributions. 
D’aprb les resultats connus sur I’operateur -(d2/dx2), nous en 
deduisons: 
PROPOSITION 4. (i) L’opbateur (K, DK) est auto-adjoint de spectte 
simple kgal ci [0, oo[. 
(ii) L’application 
f  -+ f(h) = l-f(x) W(X, A) ezm dx 
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rkalise un isomorphisme isomttrique de L2(e2px dx) sur l’espace L2(2/7r dA) 
des fonctions de carre’ sommables sur [0, CQ[ pour la mesure 2177 dh. 
L’application inverse e’tant 
f(x) = ; job 4x, 4 a. 
(iii) 2 DK = {f E L (e 2px dx)/(2/n) Jr A4 if( dh < a} et sifest 
dans D, on a 
Ej = (A2 + p2)j 
Un principe du maximum associt? aux optrateurs K et L. 
Designons par 1 I’operateur differentiel defini par 
44 = G‘w Gz - bw) %J, + &+4w~)z 
0h U, = au/ax et uy = atqay. 
ConsidCrons maintenant le probltme de Cauchy suivant. 
(1) 
f 
i[u] = 0 
u(x, 0) = f(x) 
(au/ay)(x,o) = 0. 
TH~~OR~ME 5. Soit u une solution duprobkme (I) dans [0, co[ x [O,to[ 
si f est positive ou nulle, alors u est positive ou nulle pour x > y > 0. 
Dkmonstration. Soit OPQ le triangle delimit6 par le segment OQ 
du demi-axe positif et des deux caracteristiques OP et QP men&es de 0 
et Q respectivement. Supposons done que u soit positive ou nulle sur 
OQ et montrons qu’elle l’est a l’interieur du triangle OPQ. 
FIGURE 1 
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Posons 24,(x, y) = u(x, y) + EeY oti E est un nombre positif arbitraire, 
il suffit de montrer que u, est positive ou nulle dans OPQ. 
Supposons au contraire que u, prenne des valeurs negatives dans 
OPQ, il existe alors un point P’ d’ordonnee minimum tel que 
us(P’) = 0. La fonction u, est strictement positive dans O’P’Q’ sauf 
en P’; 0’ et (2’ sont les points d’intersection de OQ avec les deux 
caracteristiques me&es de P’. 
Appliquons la formule de Green-Riemann dans le triangle O’P’Q’. 
On obtient: 
jJ O'P'Q 
44 d.x 4 = j;,’ -WWy dx + (4r)Wz + &A(Y) 4 4 
-0' 
t- j,, ~Y)W, dx + W~)(uAz + 2~4~) 4 4 
ce qui s’ecrit encore: 
jj O'P'O' 4ucl dx dr = - j;’ 4~)Ku,), dr i- (Qc 4 + j;’ %4(y) u, dy 
t jp~ A(Y)[(~,),~Y -t ((u~)e $- ~PU,)~XI. 
Utilisant le fait que 24, est nulle en P’, que A(O) = 0 et integrant 
par partie, on obtient: 
sj O'P'Q' kl dx dr = j;,’ d&y) + b4(~)1 dy 
f j;;u.[~.(~) - W(Y)I dy 
d’apres les hypotheses (2) sur la fonction A: 
A’(Y) - W(Y) 3 0. 
Le second membre de 1’CgalitC precedente est done positif, tandis 
que le premier est strictement negatif, d’oh la contradiction. 
Remarque. Si u est une solution de (I), alors: 
O<f~l~O~U~l pour x >, y 3 0. 
Pour tout y >, 0, nous definissons I’operateur ,911 sur le domaine 
DK par 
Svf(x) = ; j” j(A) q( y, A) w(x, A) dk 
0 
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La fonction f &ant dans D, , Jest alors integrable pour la mesure 
dh et Suf est une fonction continue: 
LEMME 6. Pour toute fonction f de D,: 
O<f<l*O<S~j(x)<l pour xay>o. 
De’monstration. Pour tout E > 0, il existe c > 0 tel que 
2/~r JT 1 f(‘cx)I dh < C. Posons 
ub est une solution de 
Kzub = L,u, 
et verifie pour b > c: 
--E < u&x, 0) < 1 + E. 
Done, d’aprb le ThCoreme 5 on a: 
--E < U,(X,Y) < 1 + c pour x > y 3 0 
nous avons en tout point (x, y): lim,, u*(x, y) = Swf (x), et par 
consequent 
--E < SVf(x) < 1 + E pour x > y > 0. 
ceci ayant lieu pour tout E > 0, le lemme est demontre. 
Comhpences. (i) D’ p a rb le Theoreme 5 et le Lemme 6, pour 
(x, y) fixC x >, y 2 0, l’application 
f + Pf(x) 
est une forme lineaire positive sur D, , c’est done une mesure ,,A~,~ 
positive et d’aprb le Lemme 6, elle est de masse totale &gale 21 1. La 
demonstration du Theo&me 5, montre qu’en fait le support de pz,V 
est contenu dans [x - y, x + y]; on a done: 
(ii) En particulier, on en deduit que pour tout A reel et 
x>y>o: 
5W17/4-8 
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Les deux membres de cette CgalitC sont des fonctions analytiques 
de A, ils sont done Cgaux pour tout complexe A. 
Cette CgalitC montre que la fonction y( y, 0) o(x, *) est de type 
positif par rapport a la variable h (x et y etant fixes). 
LEMME 7. La fonction ~TJ( y, *) est de type positif pour tout y positif 
024 ml. 
Preuve. (a) Le produit de deux fonctions de type positif &ant de 
type positif, on en dtduit l’existence d’une mesure positive bornee 
qu’on notera 7z,y telle que 
q(y, A)cos.2 Axe-~Z = s m cos At dT&t). 0 
On a d’ailleurs 
oh * est le produit de convolution ordinaire et 6, la mesure de Dirac 
en x; le support de 7z.a, est done contenu dans [-y, 2x + y]. Utilisant 
l’identitt 
2 co52 Ax = 1 + cos 2Ax. 
On en deduit l’existence d’une mesure 8, bornee et a support compact 
telle que 
qJ(y, A) = jm cos At de,(t). 
0 
(b) La mesure 19, est positive. 
En effet, pour x 3 y >, 0 
I 
OD 
cp(y, A) cos Ax = cos At d 
( 
Oy * 6, + L! 
0 ) 2 * 
Le premier membre de cette CgalitC &ant de type positif, la mesure 
8, * (6, + 6-J/2 est positive pour tout 0 < y < x. 
Le support de 0, &ant compact, on peut choisir x assez grand tel que: 
suppe,~s~,~suppe,*s, = 0. 
x &ant ainsi choisi, il en resulte que les deux mesures 8, * 6, et 
ev * 6, sont positives et par consequant e, elle-m&me est positive. 
Le lemme est alors demontre. 
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LEMME 8. Le support de la mesure 6, est contenu dans [-y, y]. 
En effet, designons par [a, b] le plus petit intervalle fermC contenant 
le support de t& . On a pour x choisi comme dans le Lemme 7: 
SUPP[& * @, + Lll = SUPP& * %J u SUPP& *u 
done 
supp[Bv * (S, + s-,)I c [a - x, b - x] u [a + x, b + x]. 
D’autre part, on sait d’aprb la consequence (ii) suivant le Lemme 6 
que: 
SUPP[fl, * (h + L)l c [x - y, x + rl u L-(x + Y), -(x - r)]. 
11 en rksulte que 
a-x2-x-y 
b+x<x+y 
et par consequent a >, -y et b < y; ce qui demontre le Lemme 8. 
Soit By* la mesure definie par 
1 f(t) 4J*w = If(-O 40) 
et dbignons par TV la mesure definie par 
Ty = ev + eu*. 
On en deduit que 
p(y, h) = jy f+t &At). 
--Y 
Remarquant que d y, 2~) = 1 et posant vy = eolrr, , on en dtduit que: 
p’( y, A) = 1’ e(fA-D)t dvy(t) 
--Y 
oh vV est une mesure positive de masse totale egale B 1. La Proposition 2 
est ainsi complkement demontree. 
COROLLAIRE 9. Pour tout complexe A et tout y positif ou nul, on a: 
(9 I d Y, 41 < d Y, iv) < elsly, 
(ii) lql >P * Ia(y,x)l <ee(l+~)Y, 
(iii) Id \<P =- Idyr,41 < 1, 
q &ant la partie imagzhaire de A. 
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Remarque. Utilisant la consequence (ii) suivant le Lemme 6, on 
peut Ccrire 9 sous la forme: 
dY, 4 = Vl(YY 4 + %(Y, 4 
oh pi et ~a verifient pour tout y, y 3 yi > 0; et pour tout A, 
Im(X) = 7j 2 7ji > 0: 
1 cpl(y, X)1 < ce(D-n)Y 
1 qz(y, X)1 < ce(P-n)Y 
ou c est une constante qui ne depend que de yr et Q . 
III. DEMONSTRATION DU THBOR~ME 3 
Nous allons d’abord Ctablir la proposition suivante. 
PROPOSITION 10. Si f est une fonction de D, , domaine de l’opkateur 
it&L”, pour tout entier m >, 0; alors elle est de classe %‘*([O, CQ[). 
La demonstration resulte des lemmes suivants. 
LEMME 11. Pour toute fonction f de classe ‘@([O, a~[), la fonction 
G, f dkjkie par 
est aussi de classe 9?([0, a[). 
Preuve. 11 est d’abord clair que si f est continue alors Gaf l’est 
aussi. Par recurrence, supposons que: 
f E W--l([0, co[) 3 G,f E W-‘([O, oo[) 
et montrons que 
f E gk([O, a[) * G,f E ek([O, 4). 
Pour cela on remarque que 
(Gaf >’ 64 = (1 - 4f + G,+,(f X4 
d’apres l’hypothese de recurrence le second membre de cette CgalitC 
est de classe Fk--l( [0, co[) done GJ est bien de classe Vk( [0, a[). 
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LEMME 12. Soit f une fonction telle que Lmf wit duns 5P([O, co[) 
pour tout 712 3 0. 
Alors Lmf est duns Wk+l([O, co[) pour tout m 3 0. 
En effet 
&y(x) = & jz L’“+‘f(t) A(t) dt 
0 
utilisant le fait qu’au voisinage de x = 0, la fonction A s’ecrit 
A(x) = x%Wt)dt, 
et utilisant le Lemme 11, nous aurons le resultat voulu. De ce Lemme 
12, on dtduit en particulier que si f est une fonction telle que Lmf soit 
dans V”([O, oo[) p our tout m > 0 alors Lmf est de classe P([O, a[). 
Soit, maintenant, f une fonction de D,n pour tout m > 0; le fait que 
la mesure spectrale g soit temper&e montre que Lmf est dans %?O( [0, co[) 
pour tout m 3 0 et par consequent Lmf est dans %P’([O, co[) pour tout 
m > 0. Ce qui demontre la proposition 10. 
Demontrons maintenant le ThCoreme 3. 
(a) Soit f une fonction de 9s et posons pour x > 0: 
f(X) = jRf(4 y(x, 4 44 dx. 
0 
j ainsi definie est une fonction paire et entiere comme la fonction 
q~(x, -); de plus, on a: 
L@(X) = (A2 + p”)“f^(h) 
done 
I(1 + (A2 + ~“)“)f(X)l < joR I f(x) + ~“f(x)l I 4% 41 A(x) dx. 
Utilisant le Corollaire 9(i), il vient: 
I(1 + (X2 + p2)“) If(4l e-‘lnl < s R If(x) + L”f(4l 4x1 dx 0 
ce qui montre bien que 3 est une fonction de H, . 
(b) Reciproquement, soit 4 une fonction de H, , posons 
ICl(h) = w2 + P”) 
pour x positif, la transformation de Fourier inverse donne: 
p(x) = jam Y(s) 0(x, s) da(s) 
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oh s = A2 + p2. Comme Y est dans H, et que u est tempCrCe, on en 
dCduit que 9 est dans D, pour tout entier m > 0, elle est done de 
classe V”([O, co[), d’ a p r&s la Proposition 10. I1 reste B montrer que 
son support est dans [--R, R]. 
La mesure u &ant tempkrte, il existe N tel que 
Posons 
s m da(s) o (1 + sy < *. 
d44 
d@) = (1 + S2)N 
et 
On a alors 
P(x) = Jam Y(s) @(x, s) dv(s). 
P = (P + I)NF. 
11 suffit done, de montrer que le support de F est contenu dans 
[-R, R]. Posons z = p2 + p2 et 
m(p) = M(z) = JoW dvo. 
S--z 
La fonction M est analytique dans Q=\{[O, a[); soit Mb la fonction 
dkfinie par 
M,(z) = Job * . 
La fonction Mb est analytique dans C\{[O, b]) et tend vers Mb en tout 
point z de @\{[O, co]} lorsque b tend vers l’infini. 
Soit C une courbe fermCe contenant en son inthieur le segment 
[Q 4 N ous avons 
s, Y(z) @(ix, z) Mb(z) dx = 27ri lob Y(s) @(x, s) dv(s). 
Ecrivons X = [ + iv, s = y + is et s = A2 + p2; on obtient 
5” -t P2 - v2 = Y 
x7, = B* 
Prenons 7 = q0 > p; on obtient 
*+P”- 70” = Y* 
0 
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La droite 7 = q0 dans le plan (4,~) se transforme done en une 
parabole C, dans le plan (y, 8). 11 en sera de m&me de la droite 
17 = -70 * Prenons 4 = to > 0: on obtient 
2 
to2 + P2 - & = P. 
Le segment de droite ([ = to > 0, 7 E [ -rlo , T,I~]) se transforme done 
en une portion de parabole C, dans le plan (y, 8): 
Y 
FIGURE 3 
Prenons pour C, la courbe fermCe formke par deux arcs l’une sur C, , 
I’autre sur C, , et leurs points d’intersection. Nous avons: 
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LEMME 13. La limite, lorsque to tend vers Z’inJini, de l’intkggrale 
est nulle. 
En effet, il suffit de voir que cette integrale est &gale a: 
oti I’on a pose A2 + p2 = x. Le lemme est alors une consequence du 
theortme de convergence dominee. 




Y(z) @(x, z) Mb(z) dz = jOb Y(s) @(x, s) dv(s). 
Passant a la limite lorsque b tend vers l’infini, nous obtenons 
y(z) @(x, z) M(z) dz. 
Faisons le changement de variable z = X2 + p2 avec X = [ + iTO 
et Ccrivons 
9 = R+Tz * 
Comme indique 2t la fin du paragraphe II, nous obtenons: 
1 
+ 27ri --.I (c1(5 + irl,J v2(x, 5 + ho) 45 + is) d5. ‘)=“. 
Soit encore 
+ -& /ns-n, $(E - i7J ~2(x, f  - i70) 45‘ - i7d 45. 
Les majorations connues sur q1 et y2 et le fait que Y soit dans HR 
montrent que: 
1 F(x)1 < Me-no(z-R), 
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oti M est une constante positive. Si x est strictement supkrieur P R, le 
second membre de cette inCgalitC tend vers z&-o lorsque qO tend vers 
I’infini; le premier membre &ant indkpendant de Q, , est done nul. 
Ce qui prouve que le support de F est contenu dans [-R, R]. Le 
ThCor&me 3 est alors complktement dCmontrC. 
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